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Wykiad Nr 4
Metody energetyczne

energia sprezysta w pretach rozciaganych/sciskanych, skrecanych lub zginanych; sity
uogolnione i wspotrzedne uogolnione; ukiady Clapeyrona; twierdzenie o wzajemnosci
prac i przemieszczen (Bettiego); twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen (Maxwella);
twierdzenie Castigliana, sity dodatkowe; twierdzenie Menabrea i jego zastosowanie;
zasada symetrii i antysymetrii; przyktady obliczeniowe.
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mJJ 4.1. Energia sprezysta w pretach prostych
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4.1.1. Rozcigganie:
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M“UJ 4.1. Energia sprezysta w pretach prostych
AGH
4.1.3. Zginanie: 4

1

™ dU=dL=:M,da M?
2 i _ My

Q dUu 2E). dl

Mg
L dazE']xdl J

U 1le‘3dl
~2), EJ,

gdzie: Y - funkcja ksztattu przekroju poprzecznego:

_4 5x(y>)2
V= J3 jA < by -

X S ES Poniewaz wartos¢ energii $cinania jest na ogéf bardzo
“ fy— ' mafta w porédwnaniu z pozostatymi przypadkami
Y obcigzen, jest ona najczeSciej pomijana przy
dA’ obliczaniu catkowitej energii odksztatcenia

A/ Y sprezystego.




lllmJJ 4.2. Sily i przemieszczenia uogodlnione
AGH

Sitg uogdlniong nazywa sie dowolne obcigzenie zewnetrzne dziatajace na dane ciato, a wiec

moze nig byc¢: sita skupiona (P), moment sity (M, lub M) lub obciazenie ciggte (g).

Rg

Przemieszczenie uogoélnione (u) — dowolny rodzaj przemieszczenia odpowiadajacy danej sile

uogolnionej, mierzony na kierunku dziatania tej sity.
Przemieszczeniem uogolnionym od sity skupionej (P), momentu sity (M) i obcigzenia ciggtego (g), beda
wiec odpowiednio: przesuniecie liniowe (f;), kat obrotu (¢,,), pole przemieszczen (Q2p ; )

UWAGA:

@ lloczyn sity uogdlnionej i przemieszczenia uogdlnionego ma miano pracy/energii (J=N-m), stad wynika odpowiednia
jednostka danego przemieszczenia uogolnionego, dla odpowiednio: sity skuplonej f (m), momenty sity — a (rad),
obcigzenia ciggtego — Q (m?) (bo: J= N-m = Nm-rad = N/m-m?). = p u; — przemieszczenie uogdlnione

¢ sity P,

@Przemleszczeme uogdlnione (u;) odpowiada
tylko tej sktadowej catkowitego przemieszczenia E’ P1
(A), ktéra jest zgodna z kierunkiem dziatania

rozwazanej sity uogoélnione;j (Fi).




MJ 4.3. Uktady Clapeyrona

lﬂ

— Zgodnie z zasadg superpozycji, przemieszczenie dowolnego punktu
(A) jest suma przemieszczen (4;) wywotanych poszczegdlnymi sitami
uogolnionymi (P;):

P
QO G 0O 0O 0O 0 O

F » Mozna to wyrazic jako:
A= 61P1 + 62P2 Rk = 8iPi 4 e 6nPn
gdzie wspotczynniki 8, 85,...6,, okreslajg wptyw jaki wywiera odpowiednia sita na przemieszczenie sprezyste A.

Uktady dla ktorych prawdziwa jest powyzsza zalezno$¢ nazywa sie ukfadami liniowo-sprezystymi lub
uktadami Clapeyrona *. * Benoit Paul Emil Clapeyron (1799-1864)

Aby dany uktad mozna traktowac jako uktad Clapeyrona, spetnione by¢ muszg nastepujgce warunki:

v ukfad jest liniowy: materiat idealnie sprezysty, brak sit tarcia,

v' dziatanie jednych sity nie zmienia charakteru dziatania innych (zachodzi zasada superpozycji),

v kierunki dziatania uogdlnionych sit nie zmieniaja sie wraz z deformacja uktadu (przemieszczenia uktadu sg
niewielkie w stosunku do jego rozmiaréow).

Zwigzki podobne jak wyzej, wazne sg takze dla dowolnej sktadowej przemieszczenia danego punktu, a w szczegol-
nosci dla przemieszczenia uogdlnionego u; (tj. przemieszczenia punktu przytozenia sity P; na kierunku jej dziatania):

n

U = Ujg +Ujp + -+ U+ + Uy, = Z Ui, gdzie: u;;, - cze$C przemieszczenia u; wywotana sita Py,

k=1 6 - liczba wptywowa sity P, na przemie-
szczeniu u;, tj. wartos¢ przemieszczenia u;
wywotana sitg Py, = 1.

n
u; = 6i1P1 + 612P2 + - 4 SikPk e LR 4 6inPn = zk_laikpk



]]jJJ 4.4. Energia sprezysta ukladow Clapeyrona
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Jezeli ukfad zostanie obcigzony w sposob statyczny, tak ze sity
wzrasta¢ beda rdéwnoczesnie w tempie proporcjonalnym od
wartosci zerowej do maksymalnej, to praca wszystkich sit
obcigzajacych (L), réwna catkowitej energii rozpatrywanego uktadu
(U), wynosi:

1
U=L=E(P1u1+P2u2+P,ul+Pnun)

(5N 1
U= Ezi=1piui

n

Uwzgledniajqc: u; = 6i1P1 + 612P2 + e 6ikPk s SR 2 6inPn = K 8ikPk

-

1 n n 1 n n
» U=—Z Plz SikPk » U=—z z SikPkPi
2 Lai=1 k=1 2 Lajq Laup—q

Energia sprezysta uktadu Clapeyrona jest jednorodng kwadratowg funkcja obcigzen®.

*Oznacza to, ze zwiekszenie obcigzenia n-razy powoduje wzrost energii (n?) — razy.
Wynika stad, ze obliczajgc energie nie mozna stosowac zasady superpozycji; praca kilku sit zewnetrznych dziatajacych
tacznie nie jest rowna sumie prac tych sit dziatajgcych oddzielnie.



L e

Suma prac sit uktadu pierwszego {P;} na odpowiadajgcych im przemieszczeniach uogélnionych
wywotanych sitami uktadu drugiego {P;}, jest rowna sumie prac sit uktadu drugiego {P;} na
odpowiadajacych im uogoélnionych przemieszczeniach wywotanych sitami uktadu pierwszego {P/}.

mJJ 4.5. Twierdzenie Bettiego (0 wzajemnosci prac i przemieszczen)

Rozwazamy prace sit przytozonych do belki jak na rysunku:

Przepadek #1: najpierw przytozono obciqienie Py, a nastepnie P;

1 1 :Pk P; Py, :
U=L1=2Pkukk+EPiuii+Pkuki ! IA]]]H]]]]N]_.-l_ ois m;

1 "’
ZPkukk + Piuyy Lﬂﬂ]]ﬂ]]]]]m_. Lmﬂ]]]]% m]]mnﬂﬂm_,

Ukk

[ —

U=L2 Puu+

2

Energia sprezysta zgromadzona w uktadzie nie moze zalezec od kolejnosci
przytozenia obcigzenia (U = Ly = L), stad:

U =1y = 3 Bels ﬁwkukl = Ly = Pl + 5P + Pit

b Pjuy; = Pju;, - co mozna rozszerzy¢ na dwa ukfady sit Py i P;:

twierdzenie Bettiego  Enrico Betti (1823-1992) -

n wtoski matematyk i fizyk.
DD PR = D > P
k=1 i=1 k=1




mJJ 4.6. Twierdzenie Maxwella (0o wzajemnosci przemieszczen)

Piuy; = Pyuy,

FEEmEEETA
v
’ |
Il
i

___________

b jezeli P}, = P;, wowczas Uy; = Uy,

Twierdzenie Maxwella:

Jezeli na uktad liniowo-sprezysty dziatajg dwie, rowne co do
wartosci uogdlnione sity ( P, = P; ), to przemieszczenie
uogolnione odpowiadajgce pierwszej, wywotane przez drugg z
nich (u;;) jest rowne przemieszczeniu uogdlnionego drugiej,
wywotanemu przez pierwszg (uy;).

Tee=di Py =Pty | w P84 Py= P8y Py
/ P T _
_______________________ Uk = Op; * P; b
e B Oki = Oik

| =T Ui = Oy * Py,
: i ~“~~~ :]. Uk - James Clerk Maxwell | %
| i S~y S (1831-1879) szkocki | ¥
T B R Inacze.l mow'QC f|zyk| matematyk

Liczba wptywowa uogdlnionej sity P, na uogdélnionym przemieszczeniu punktu przytozenia sity P;, jest rowna

liczbie wptywowej uogdlnionej sity P; na uogoélnionym przemieszczeniu punktu przytozenia sity Py,.




@M 4.7. Twierdzenie Castigliano

1 n n
Rozwiniecie zaleznosci na energie sprezystg uktadow Clapeyrona (por. p. 4.4): U = Ez Z 0ixPy P;
i=14=dg=1

% U= 1(611[)% + 612P1P2 + ---61nP1Pn + 621P2P1 + 622P% + -+ SZnPZPn + )

2 +8,,P Py + 8,,P Py + -+ 8,,P2

- =

Zgodnie z twierdzeniem Maxwella: 812 = 821; 613 = 631; ... Oki = Oik; .- Oin = Opi; -

1
O 5(5111)% + 822P5 + -+ + 8y PA 4+ 2812P1 Py + - + 2810 P1Pp + - + 28 (n_1)nP (n-1)Pn)

au
Rézniczka po sile P,: TN :[611P1 + 812P5 + 813P3 ...+ 61iP; + - + 61, Py }: uq, - por.p.4.4.
1

Podobng zaleznos¢ otrzymac mozna dla dowolnej sity uogolnionej P;, co jest trescig twierdzenia Castigliano™:

aUu
op. = Ui i=12,..,n
i

Pochodna czgstkowa energii ukfadu liniowo-sprezystego wzgledem
dowolnej sity uogdlnionej dziatajgcej na ten uktad, jest rowna
uogdlnionemu przemieszczeniu punktu przytozenia tej sity.

*Carlo Alberto Castigliano (1847-1884)
— wtoski inzynier kolejowy



M“m 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
AGH

Przyktad 4.1:

Obliczy¢ pionowe przemieszczenie punktu C konstrukcji jak na rysunku.

Dane: Szukane:
P=21.6 kN, a=30°, d=12 mm, E=2.1-10% MPa, |AC|=|BC|=1=1.2 m f.=?
n P =
Y Fy=0=2Scosa-P=0 —S=
i=1 2cosa

S-1 4-85-1 - =)

Al = =
A‘E m-d*-E

1
U=2-=SAl =S-Al
2 -
”_ 4.P.1 P2
= "~ 2cosa 2cosa-m-d?-E cosla-d*-m-E

S y v 2P -1 _2-21600-1200
c

—9p cos?a-d?-m-E 2
(@) -122 . 1-2.1-105

fo=0.7275mm |- POr. Z wynikiem z Podstaw wytrzymatosci materiatow
(Wyktad 2, przyktad 2.2)




MJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
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AGH Typowe problemy obliczeniowe :
Problem #1: P M Dane: EJ, a, b, q, P M U 1le§ .
Szukane: yp, O EJ,
-.Z~"‘~~- = 2. <f (—M)%dz +J.a+b< M-P(z—a)- q(z —za)2> dz)
U
YB=3p % =3Mm

UWAGA: Dodatnia wartos¢ obliczonego uogolnlonego przemieszczenia (yp lub a) oznacza, ze jest ono zgodne z kierunkiem
dziatajacej w tym punkcie sity uogdlnionej (odpowiednio: P lub M), ujemna — Zze jest ono przeciwne.

Problem #2: Dane: EJ, |, g Szukane: yp, O
ou aUu
PROBLEM: YB = _6_7 ap = F
Brak odpowiednich sit uogdlnionych w punktach szukanych
ROZWIAZANIE: przemieszczen.

@ W punkcie szukanego przemieszczenia uogdlnionego
przyktadamy odpowiednig site uogdlniong o wartosci réwnej
zero (Py=0, M,=0).
@ Wyprowadzamy wzér na catkowitg energie sprezysta,
traktujgc dodane sity uogolnione jak rzeczywiste.

oU au

. . . : . = — ag =
@ Wyprowadzamy réwnania na szukane przemieszczenia uogdlnione: VB P, B oM,

@ Obliczamy szukane przemieszczenia uogdlnione (yg, ag), podstawiajgc dane liczbowe, w tym: Py=0, M,=0



M“UJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
AGH
Przykiad 4.2:

Stosujac twierdzenie Castigliano obliczy¢ kat obrotu w punkcie A oraz ugiecie konca C belki jak
na rysunku.

Dane: EJ, P, |  Szukane: a,, f. 1° Uogélnione sity dodatkowe:

W punkcie A przyktadamy dodatkowo moment M,=0, co

umozliwi obliczenie @,.

2° Reakcje:

n

l
Mg =0 ) Mo+Ryl—P- =0

P M
© R=z-7

i=1

UWAGA: Nie podstawiamy My = 0 aby zachowa¢ mozliwos¢ rézniczkowania energii po My,.

3° RdGwnania momentow zginajacych:

P M,
O<Z1 l/2 Mg(Zl) _M()+RAZ1:_MO_EZ1 +TZ1 0<Z2 l/2 Mg(ZZ) PZZ
4° Zaleznos$¢ na energie catkowitg ukfadu:
1 lMZ l/2
U= j E] dl ZE] (f Mg(zl)dzl g(zZ)dZZ
X

__: jl My—2 2+ 20, V(Mg -2z + 202, )z + UZ(—PZ )2dz, | =
285, \J \TMo— gt A omgat A )dat | 2)"dz,;



mJJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie

ll\

AGH

Przyktad 4.2: Dane: EJ, P, |  Szukane: a,, £,

4° Zaleznos¢ na energie catkowita uktadu:

PM, , M3 PM, ., M>3 /2
A A pa- g At A )dnt | P

l ) MZ PZ ) PMO 2 MZ /2 -
j Mgy + MyPz, — 2—21 +—12z7 — z +—-z% |dz, + j P°z5dz,
0 0

l 4 l 12

T o

L Pl2 P213 M, P12 M2l PZB)\ 1 (M,P? P:3 MAL\|S <

U= + 2+ = +— g o

2E]x 3 | 24 2E,\ 6 8 ' 3 = S

c R

5° Szukane odksztatcenia: c 5

N

U 1 8 (MyP®? P13 M3l 1 (M3 P PP = 3

fc= = + + = + M, = fc= o |

P ~ 2EJ,dP\ 6 8 ' 3 2E[,\_ 6 = 4 8EJ, © 7

- 9

_0U_ 1 2 (MpPP PP +M(2,l 1 (Pl2 +2Mol> pI2 g S
“=9M,” 2E,0M,\ 6 = 8 ' 3 ) ZE, 3 )Mo= @ =1op |7




l“m 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
AGH

W przypadku pretéw zginanych mozna znacznie uprosci¢ obliczenia matematyczne, wyznaczajgc pochodng
energii sprezystej uktadu na drodze rézniczkowania funkcji podcatkowej. Dzieki temu nie ma potrzeby

podnoszenia do kwadratu funkcji momentu gnacego (por. poprzedni przyktad), gdyz nie jest potrzebne
wyrazenie na energie (U) lecz pochodna czgstkowa tej energii wzgledem sity uogdlnionej (a—U)

aP;
oU ] U 19 (‘M3 1 (la(m3)
u; = u = _ g N U: = f ) dl
‘ToP, ™ "i=5p 2 9P, fo EJ, al = =5 . OP;
1 lMZ [
U= —J —J dl dla: EJ, = const. 1 G(Mg)
2Jo B, | I 7 = 757 ). Mo—gp !

1 b a(m,)
Ostatecznie, twierdzenie Castigliano dla przypadkéw zginania belek: | u; = —— | M, dl
EJj, 0 aPi
Przyktad 4.3:

Stosujac twierdzenie Castigliano obliczyC ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,) oraz katy
obrgtu w przekrojach podporowych (a.,, op).

\
(\\

Dane: EJ, g,  Szukane: f, /), an o




mmﬂ 4.8. Twierdzenie Castigliano - zastosowanie

AGH Przykiad 4.3:
/ko Dane: EJ, q, | Szukane: £,/ o %

J
/]
, 1° Uogdlnione sity dodatkowe:

k W punkcie B przyktadamy dodatkowo moment M,=0, co
umozliwi obliczenie a.

2° Reakcje: En MRyl +qletPetMy=0 = R _a P M M
eakcje: ileiB=0':’ —M =Ryl +qls > 0= A=t Tt
n P ql M M,

i=1
UWAGA: Nie podstawiamy (P = ql, M = qlz, M, = 0), aby zachowa¢ mozliwos$¢ rézniczkowania energii po P, M, M.

2° Rdwnania momentow zginajacych i ich pochodnych:

0S21Sl/2: ZZ Zz OSZZSI/Z
1 2
Mg(zl)=M+RAZ1_q7 Mg(z2)=M0+RBZz—CI7
ql P M M, z2 ql P M M, 75
Mg(zl) =M +?Z1 +Ezl —Tzl +Tzl - CI7 Mg(zZ) = MO +?Z2 +EZ2 +TZ2 —TZZ — q7
a(Mg(zl)) —1_ ﬂ a(Mg(zl)) _ ﬂ a(Mg(Zl)) _ Z_l a(Mg(zz)) _ Z_z O(Mg(zz)) . Z_z a(Mg(ZZ)) —1- Z_Z
oM ) 2’ M, [ oM I’ ap 2’ 0M, l
Uwzgledniajac: P = ql, M = ql*, My = 0: Uwzgledniajac: P = ql, M = ql*, My = 0:
2 2
V21 Z3
Mgy = ql* —q~ Mgy =29l 22— q~




mJJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
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AGH Przykiad 4.3:

Dane: EJ, g,  Szukane: f, /), a o

2° Rownania momentow zginajacych:

o< <z Mmooz AL WMeen) 71 Men) [z] dMeay) 2
z; <1/ g(z1) =4 45 oM 1’ 9P 2/ oM, l
2
Z a(Mg(ZZ)) Z2 a(Mg(ZZ)) Z2 a(Mg(ﬂ)) Z;
. = . -_— e —_— T — _— _— 1 — —
0<z,<1/2: My {qu Z; —q 2} M K 3P > oM, I

3° Wyznaczanie szukanych odksztatcen:

1 (L a(m,) 1 fl/z z§> UZ([ %) ]d
=—| M dl = — 2 — dz +—f 2ql-z Z

1 l/2 lZ 7 1 l/2 Z3 1 l4- l4- l4— l4—
=—j q—zl—u dzl+—j ql- zz—udlz T 1 +q 4
El.), \2 4 EJ, 4 EJ,\16 256 24 256

1 (48ql* 3ql4+32ql4 3ql*\  74ql* = _ 37qt*
" EJ,\ 768 768 768 768/

768E] fum = 384E],

por. z przyktadem 1.3 z Wyktadu 1




mJJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
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AGH Przykiad 4.3:

Dane: EJ, g,  Szukane: f, /), a o

2° Rownania momentow zginajacych:

Z% a(Mg(Zl)) :. a(Mg(zl)) _ ﬂ a(Mg(zl)) . ﬂ
l

0<2zy <1/2: Myey=|ql* —q—7

2 oM ] oM, 1
2
7| A(Myuz) |22 A Myz) 2z, OMyez) . 2
0=z, < 1/2: Mg(ﬂ){“"zr"?} —aMm |1} —ep "2 oM, 71

3° Wyznaczanie szukanych odksztatcen:

1 b a(my) ~ vz 22 1/2 Zz
a, = E]xj oM dl E]xf ql —q d21 E]xf 2ql -z, — d21

3 3 3 3 3 3
:ifl/z lz_ﬁ_ lZ +CIZ3 dZ +ijl/2 2 Zz_q_zg dZ = (ql ql ql CIl %
g, ), \T"~ 2 Tty )T V2" )%, 28" 12 428

1 (24q qB3 6ql3 4qD3 21ql3
EJ,\ 48 48 48 ' 48 48E],

por. z przyktadem 1.3 z Wyktadu 1




mJJ 4.8. Twierdzenie Castigliano — zastosowanie
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AGH Przykiad 4.3:

Dane: EJ, g,  Szukane: f, /), a o

2° Rownania momentow zginajacych:

o< <z Mmooz WMeen) 7 WMgen) 7 dMyay) |z
zy <1/ gz =4 — 457 oM 1’ P 2’ oM, !
2
Z3 a(Mg(ZZ)) Y4) a(Mg(ZZ)) Z3 a(Mg(ﬂ)) Z3
. - e 70 — g —=) — =, s, 2 g 1=
O S ZZ S l/z- Mg(ZZ) {qu ZZ q 2}* aM l ) aP 2 ) aMO l

3° Wyznaczanie szukanych odksztatcen:

1 (b a(m,) (- 21 z; L2 q %)
ag = E]xf 9 M, dl = E]xf ql” — 7 dz1+E—]xf 2ql -z, — ( ] dz,

1 V2 4F 1 b2 Zz q7 _1/(q¢ 4qp N qi> qt qP N ql>

1 (6q3 12q13 4qB3 qB3 13ql3
= + — e = | ap=
Ej,\ 48 ' 48 48 48 48E],

por. z przyktadem 1.3 z Wyktadu 1




lﬂm 4.9. Zasada minimum energii - twierdzenie Menabrea
AGH
Uktady statycznie wyznaczalne Uktady statycznie niewyznaczalne

Energia sprezysta jest funkcja wytacznie sit | Energia sprezysta jest funkcjq sit czynnych (P;) oraz
czynnych (P;): reakcji hiperstatycznych (X;)!-2

U1 —— fUl(Pli ...Pi, Pn) UZ = fuz(Pl, ...Pn,Xl, Xn)

1) w ukfadzie statycznie niewyznaczalnym, moze by¢ zgromadzona energia sprezysta, mimo braku obcigzenia czynnego;
2) w uktadzie n-krotnie statycznie niewyznaczalnym za reakcje hiperstatyczne (nadliczbowe) moze by¢ uznanych dowolnych n reakgji.

7 Tw. Menabrea’:

Z warunkéw brzegowych: u; = 0
U

AU -0

OXl- aXl

Z twierdzenia Castigliano: Uu; =

Pochodna czgstkowa energii sprezystej uktadu
liniowo-sprezystego wzgledem reakgcji
hiperstatycznej jest rowna zeru.




M] 4.9. Zasada minimum energii - twierdzenie Menabrea

Pochodna czgstkowa energii sprezystej ukiadu
liniowo-sprezystego wzgledem dowolnej reakgc;ji
hiperstatycznej jest rowna zeru.

ou

X,

uc; = 0 Komentarze:

% T
1) Dla uktadéw n-krotnie statycznie niewyznaczalnych, twierdzenia Menabrea pozwala uzupetni¢ réwnania
rownowagi statycznej o n rownan dodatkowych i tym samym wyznaczyc¢ reakcje hiperstatyczne:

ou

ax, = X; ) dla i=1,2,..,n

2) Jesli pochodna czastkowa energii sprezystej ukfadu jest réwna zeru, tzn. ze energia spreiysta osiaga
wartos¢ ekstremalng, a w tym przypadku — minimum. Z tego powodu twierdzenie Manebrea nazywane
jest rowniez zasadq minimum energii. Oznacza to, ze chociaz przy zadanym obcigzeniu uktadu statycznie
niewyznaczalnego istnie¢ moze nieskonczenie wiele kombinacji wartosci reakcji, spetniajgcych rownania
rownowagi statycznej, to reakcje te przyjma takie wartosci, a ustréj w zwigzku z tym taki ksztatt, ze jego
energia sprezysta bedzie minimalna. Tak rozumiane twierdzenie Menabrea nie dotyczy wytgcznie reakgcji
hiperstatycznych pochodzacych od sztywnych podpdér — co jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia
Castigliano — lecz moze byC rozszerzone o hiperstatyczne sity wewnetrzne (N, T, M,) w przekroju
myslowym ukfadu sprezystego.
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Przyktad 4.4: Element o ciezarze G zostat podwieszony na konstrukcji jak na rysunku, bedacej
symetrycznym uktadem trzech pretéw, z ktdrych srodkowy ma dwukrotnie wieksze pole przekroju
poprzecznego w stosunku do pretow skrajnych. Obliczy¢ sity normalne dziatajgce w poszczegdlnych pretach.

Dane: G=80 kN, A;=2A,=2A,, E,=E,=E;, a=30°
Szukane: N,, N,, N,

1° Warunki rdwnowagi statycznej:
n

Fi,=0 ™ —N,sina+N,sina=0 ™) N;=N,=Np,
i=1

n G—-N
z Fi, =0 = N3 +2Njcosa—G=0 =) N, = 3
i=1 2cosa
Va 2
G 2° Energia sprezysta konstrukcji: | y = N_l
2EA
N%, - (h/cosa Nz-h- G—N3)? h N3 -h
y=yNiz (R/cosa) = N L= o 32) + =3
XAE 2-2AE 4-AE -cos?a-cosa 4AE
G- N G%-h 2GN3 - h N3 -h N3-h
Ny, = 2 16y — — s 43 43
2cosa _ 4AE - cos°a 4AE -cos°>a 4AE -cos°a 4AE
L u- G*h GNh . N3h +N§h
" 4AE -cos3a 2AE -cos3a  4AE-cos3a 4AE
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Przykiad 4.4: Dane: G=80 kN, A;=2A,=2A,, E,=E,=E;, 0=30 Szukane: N,, N,, N,

U — G%h GN3h .\ N3h .\ N3h
" 4AE -cos3a 2AE-cos3a 4AE-cos3a 4AE
3° Z twierdzenie Menabrea (X; = N3):

aU_O I=’au_ 2Nsh +2N3h Gh___.
0X; ON; 4AEcos3a 4AE 2AEcos3a

Nsh Nsh Gh
3 3n N3<

1 G
+ oo = 1)=
2AEcos3a  2AE 2AEcos3a cos3 a + ) cos3 a

3
EP N3<1+COS a>= ¢ = Nz(1+cosPa)=6 = |[N;= ¢

cos3 a cos3 a 1+ cosda

80 i
_ _ 80 —-48,5
LN, = X = |[N3=48,5kN || o y - = Ny, = 17,9 kN
14 (B 2. Y3
2 N _G—N3 2
12_Zcosa
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Przyktad 4.5: Korzystajac z twierdzenia Menabrea wyznaczyc¢ reakcje podpér belki jak na rysunku.

Dane: EJ=const, q, | Szukane: R,, Ry, M,

1° Warunki rwnowagi statyczne;:
n qlz

Z Mis=0 = My—"o-+Rgl=0 (s1)
i=1
n

Fiy=0 ™ R,—ql+R;=0 (s2)

i=1

2° Rownanie momentu gnacego i jego pochodnej po reakgcji hiperstatycznej (przyjeto X=R;):

2
V4 oM oM
0<z<lU Mg(z)zRBz—q?; 9) _ g(z)zz

0X ORp
ou au 1 ! (M)
° i i : = = M —_— =
3° Twierdzenie Menabrea 9X ~ R, E]Jo 9(2) 3R, dz=0 =
l 2 I 3 3 L
z z z z
Eb J Rpz — q— zdz =0 Q RBZZ—q— dz =0 13 Rg——q—| =0 13
0 2 0 2)" 3 8],
3 2 3 5
_2 b ql _ _
Q RB—Bql = Muz? RB—gql - =) RA—gql
(s1) (s2)
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Przyktad 4.6: Rozwigza¢ rame jak na rysunku, wykorzystujac twierdzenie Menabrea do wyznaczenia

reakeji hiperstatycznej. Dane: EJ=const, g, a  Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

1° Uktad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny.
Przyjmijmy: Rg,=X

2° Warunki rownowagi statycznej:

<|d n qa’ qa
Z Miy=0 = -——-+Rzpa=0 I3RBy=7
i=1
n qa
5 =X 2._ Fi =0 = —R,, + R, =0 E)RAy:7
' A ! Bx n i=1 I#
R B/ Fix=0 I# qa_RAx_RBXZO Rszqa_RBx
Ray Rgy 3° Rdwnania momentow gnacych i ich pochodna po reakgcji X:
<y.<a: M = —Rp, * V1; gyy) _ T 9V _ _
0<y;,<a giy1) Bx "Y1 X dRp, Y1
qa oM oM
0<x,<a: My, =—Rpy a+Rg, X1 = —Rp, - @ +— - xq; gt) _ 7o) _
<x;=a I Bx By X1 Bx 2 %1 ax 3R,

i(qa - RBx) ;’j_“ yz

....................

)’%_ OM g(y2) _ OM 4(y2) _

________ 2’ ~ 89X _ 0Rg, V2
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Przyktad 4.6: Dane: EJ=const, g, a Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

a 3° Rownania momentow gnacych i ich pochodna po reakgc;ji X:
oM
T [ P OSylsa: Mg(yl):_RBx'yl; #(yl)=—y1
B
qa _ xaMg(xl) _
Oleﬁa: Mg(x1)=—RBx-a+7-x1, ZaR—Bx__
y oM
1 Osy,sa Mg(yZ):qa’)’z—RBx‘yz—q—z; —g(yz)=—y2
2 ORg,
4° Warunek minimum energii (tw. Menabrea):
y <«
D ou
RA A B =0
. /’lr? %J% R, i
Ray Rpy
a a 2 a 3
2 qa 2 2 Y2
L j Rpxy1dy: + j (RBxaz - Txl) dxq + ] (Raxyz —qay; + q;) dy, =0
0 0 0
L a3+R 3 a4+R @ a4+ a 0 = |R 7
- a’ — - - — I - = = —3aa

23
Powracajac do warunkéw réwnowagi: Ry, = qa — Rz, ™) | Ry, = 20 qa
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AGH Przyktad 4.6: Dane: EJ=const, g, a

Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

17 3 %
207" 201¢ =il 207¢
il N
7 S
---------------------------- Bl
L]
© B |-
172
201¢
17
=] Eqa =t
23 23
T (yo2) = 2092~ 9Yo2 = 0 =) Yo = 20%
+ e
5 ) @ [
0<y,<a: My =-—qay; — q=—; 1% %
40 2 5 ;
3
Q Mg(yoz) = 0,1653qa*; Mg(yr—q) = 4—0qa2;
17 17 , L I
0<y,<a Myyy= _EQCUH ﬂ Mgyy1=a) = —4—Oqa ;
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lll

AGH Uktad symetryczny Uktady antysymetryczny

.-V " /zV

Zastosowanie powyzszych zasad, tam gdzie to mozliwe, pozwala uprosci¢/zweryfikowac obliczenia.
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Przyktad 4.7: Wyznaczy¢ reakcje ramy jak na rysunku. Dane: EJ=const., q, a; Szukane: R,,, Ry, Rg,, Ry,

a

1° Uktad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny - antysymetryczny.
Na tej podstawie:




